Logica e Teoria dos Conjuntos

Introducao a Logica Bivalente
Exercicios do Caderno de Apoio
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Os exercicios que se seguem sao propostas dos autores do
programa de Matematica A que constam no Caderno de

Apoio ao 10.2 Ano.

Os exercicios que se encontram assinalados com um (*)
ou dois (**) asteriscos correspondem a desempenhos

progressivamente mais avancados (de caracter opcional).
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Questao 1

Considere as proposicoes p e g tais que p é falsa e pvg é verdadeira.

Indique o valor logico de cada uma das proposicdes abaixo.

1.1 g. Ver resposta.

1.2 pAq. Ver resposta.

1.3 ~p\q. Ver resposta.

1.4 ~(p\q). Ver resposta.

1.5 ~(~pAq). Ver resposta.

1.6 p=>~q. Ver resposta.

1.7 ~p<&q. Ver resposta.
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1.1q.

Resolucao

Comecemos por recordar que a proposi¢cao p\q é verdadeira se, e
somente se, pelo menos uma das proposicoes, p ou g, for verdadeira.
Como p\vq é verdadeira e p é falsa, conclui-se que g tem de ser verdadeira

(FW V).
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1.2 pArg.

Resolucgao
Comecemos por recordar que a proposicao pAg é verdadeira se, e
somente se, as proposicoes p e g forem ambas verdadeiras.

Como p é falsa, conclui-se que pAq é falsa.
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1.3 ~p\q.

Resolucao

Como a proposicao p é falsa, a proposicao ~p é verdadeira.

Como a proposicao ~pvq é verdadeira se, e somente se, pelo menos uma
das proposicoes, ~p ou g, for verdadeira, conclui-se que ~pvq é

verdadeira.
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1.4 ~(p\q).

Resolucao

A proposicao (pvq) é verdadeira. Logo, ~(p\q) é falsa.
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1.5 ~(~pAq).

Resolucgao

Como a proposicao p é falsa, sabe-se que a proposicao ~p é verdadeira.
A proposi¢ao ~pAq é verdadeira porque as duas proposi¢des ~p e g sao
verdadeiras.

Portanto, ~{~pAg) € uma proposicao falsa.
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1.6 p=>~q.

Resolucao

A proposicao implicacao entre p e g é falsa se, e somente se, 0
antecedente (p) for verdadeiro e o consequente (qg) for falso.

Como a proposicao p é falsa, conclui-se, entao, que a proposicao p=>~q

é verdadeira.
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1.7 ~p&g.

Resolucao

Duas proposicoes sao equivalentes se tiverem o mesmo valor légico.
Como a proposicao p é falsa, a proposicao ~p é verdadeira.
A proposicao g é verdadeira (como se viuem 1.1)

Portanto, ~p<>g € uma proposicao verdadeira.
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Questao 2

Considere proposicoes p e g. Simplifique as expressdes que definem

proposicoes e indique, sempre que possivel, o respetivo valor logico.

2.1 ~pA(pAg). Ver resposta.

2.2 ~p\V(p\q). Ver resposta.

2.3 ~pA(pvqg). Ver resposta.

2.4* [~pA(pvg)]r~q. Ver resposta.

2.5*[p\V(~p~1g)]v~q. Ver resposta.
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2.1 ~pr(p1q)

Resolucao

Utilizando a propriedade associativa da conjuncao, ~pA(pAq)<(~pAp)Aq.
Pelo principio da nao contradicao, ~pAp € uma proposicao falsa.

Entao, porque F é o elemento absorvente da conjuncao e a conjuncao de
duas proposicoes é verdadeira se, e somente se, ambas forem verdadeiras,
tem-se que ~pA(pAg)<=FAg<F.

Portanto, o valor légico de ~pA(pAg) é falsidade.
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2.2 ~p\v(p\q).

Resolucao

Utilizando a propriedade associativa da disjuncao, ~p \{pvq)<~(p vp) \4.
Pelo principio do terceiro excluido, ~pvp € uma proposicao verdadeira.
Entao, porque V é o elemento absorvente da disjuncao e a disjuncao de
duas proposicoes é verdadeira se, e somente se, pelo menos uma das
proposicoes for verdadeira, tem-se que ~p V(p\vq)<={~pvp)vg<=Vvg V.

Portanto, o valor légico de ~p V{p\q) é verdade.
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2.3 ~ps(p\q).

Resoluc¢ao

Utilizando a propriedade distributiva da conjuncao relativamente a disjuncao,
tem-se ~pA(p\vq)=(~pAp)A~pAp).

Pelo principio da nao contradicdao, ~pAp é uma proposicao falsa.

Entdao, como F é o elemento neutro da disjuncao, tem-se que

~pAP V) ~pAP) U ~pAp) SF~prg)~pAag.

Logo, nao é possivel determinar o valor légico da proposicdao ~pA(p\q).
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2.4* [~pA(pvg)in~q.

Resolucao

Ja se concluiu, na alinea anterior, que ~pA(p\vq)<&~ pAp.

Portanto, [~pA(p\vg)]r~qg<~pA(gA~q) e, usando a propriedade
associativa da conjuncao, [~pA(pvq)Ir~qg<(~pAg)A~q.

Pelo principio da nao contradicao, gn~g é uma proposicao falsa.

Entdo, porque F é o elemento absorvente da conjung¢ao e a conjungao de
duas proposi¢des € verdadeira se, e somente se, ambas forem
verdadeiras, tem-se que [~pA(p\vg)Ir~g<~ pA(GA~g<>~ pAFSF.

Portanto, o valor légico de [~pA(p\vg)]r~q é falsidade.

I —
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2.5*[p\(~pArq)]v~q.

Resolucao
Utilizando a propriedade distributiva da disjuncao relativamente a conjuncao,

p\(~pAq)S(pv~p)A(pvp).

Pelo principio do terceiro excluido, p\v~p € uma proposicao verdadeira. Entao,

tem-se que p\[~pAqg)<=VA(pvp).

Como V é o elemento neutro da conjuncao, tem-se que

[0 \(~p1q)]v~qS[VA(pVvq)]v~a=(pVvg)v~q.

Logo, utilizando, sucessivamente, a propriedade associativa da disjuncao, o
principio do terceiro excluido e o facto de V ser o elemento absorvente da
disjuncao, tem-se que [p \[~p1q)]v~g<=(p \vq)v~q<=p V(g v~q)p VWS V.
Portanto, o valor légico de [p v(~p~q)JFElq é verdade.
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Questao 3

*Determine o valor légico das proposicoes p, g e r sabendo que a

proposicao:

3.1 p=(q=r) é falsa. Ver resposta.

3.2 ~{p=g)r é verdadeira. Ver resposta.
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3.1 p=(g=r) é falsa.

Resoluc¢ao

Recordemos que a proposicao implicacao entre p e g é falsa se, e somente
se, o antecedente (p) for verdadeiro e o consequente (q) for falso. Logo, se
p=(q=r) é falsa, conclui-se que a proposicao p é verdadeira e a proposicao
qg=r é falsa. Analogamente, se gr é falsa, conclui-se que a proposicao g é
verdadeira e a proposicao r é falsa.

Portanto, a proposicao p é verdadeira, a proposicao g é verdadeira e a

proposicao r é falsa.
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3.2 ~{p=g)r é verdadeira.

Resolucao

Recordemos que a conjuncao de duas proposicoes é verdadeira se, e
somente se, ambas foram verdadeiras.

Logo, as proposi¢cdes ~(p=>q) e r sao ambas verdadeiras.

Se ~(p=q) é verdadeira, entdo p=q é falsa. A proposicao implicacao
entre p e g é falsa se, e somente se, o antecedente (p) for verdadeiro e o
consequente (qg) for falso. Logo, a proposicdo p é falsa e a proposicao g é
verdadeira.

Portanto, a proposicao p é falsa, a proposicao g é verdadeira e a

proposicao r é verdadeira.
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Questao 4

*Sabe-se que (p=~g)A(qg=~r)Ep é uma proposicao verdadeira.
Qual é o valor logico de p, de ge de r?

Ver resposta.
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Resolucao

Se p fosse uma proposicao falsa, como F é o elemento absorvente da
conjuncao, a proposicao (p=>~g)(q=~r)Bp seria falsa, contrariando o
enunciado. Assim, p € uma proposicao verdadeira.

Analogamente se conclui que as proposicoes p=>~q e g=>~r sao ambas
verdadeiras.

Se p e p=>~q sao proposicdes verdadeiras, conclui-se que ~g é verdadeira,
uma vez que a proposicao implicacao é falsa se, e somente se, o antecedente
for verdadeiro e o consequente falso. Logo, a proposicao g é falsa.

Se q é falsa, entao g=~r é verdadeira independentemente do valor logico de
~r, OU seja, independentemente do valor légico de r.

Portanto, a proposicao p é verdadeira, a proposicao g é falsa e a proposicao r

pode ser verdadeira ou falsa.
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Sugestdo: Construa uma tabela de verdade para confirmar os resultados
obtidos ou visite http://www.wolframalpha.com/.
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Questao 5

Indique o valor ldgico das seguintes proposicoes:

5.1 «7 € um numero primo e 2 ndo € um numero primo.» Ver resposta.

5.2 «Tanto ./49como Bl sao numeros irracionais.» Ver resposta.

5.3 «70 é multiplo de 7 e de 5.» Ver resposta.

5.4 «28 é multiplo de 7 ou de 8.» Ver resposta.

5.5 «111 é um numero primo ou 19 é multiplo de 9.» Ver resposta.

Matematica A 10.° ano




5.1 «7 € um numero primo e 2 nao é um numero primo.»

Resolucao

A proposicao «7 é um numero primo» é verdadeira.

A proposicao «2 nao é um numero primo» é falsa.

Como a conjuncao de proposicoes é verdadeira se, e somente se, ambas
forem verdadeiras, conclui-se que a proposicao dada tem valor légico

falso.
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5.2 «Tanto /49como Bl sao humeros irracionais.»

Resolucgao
A proposicao «+/49€é um numero irracional» é falsa, uma vez que /49=7
€ um numero natural.

A proposicao «m € um numero irracional» é verdadeira.

Como a conjuncao de proposicoes é verdadeira se, e somente se, ambas
forem verdadeiras, conclui-se que a proposicao dada tem valor légico

falso.
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5.3 «70 é multiplo de 7 e de 5.»

Resolucao

A proposicao «70 é multiplo de 7» é verdadeira.

A proposicao «70 é multiplo de 5» é verdadeira.

Como a conjuncao de proposicoes é verdadeira se, e somente se, ambas
forem verdadeiras, conclui-se que a proposicao dada tem valor légico

verdadeiro.
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5.4 «28 é multiplo de 7 ou de 8.»

Resolucao

A proposicao «28 é multiplo de 7» é verdadeira.

A proposicao «28 é multiplo de 8» é falsa.

Como a disjuncao de proposicoes é falsa se, e somente se, ambas
forem falsas, conclui-se que a proposicao dada tem valor légico

verdadeiro.
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5.5 «111 é um numero primo ou 19 é multiplo de 9.»

Resolucao

A proposicao «111 é um numero primo» é falsa.

A proposicao «19 é multiplo de 9» é falsa.

Como a disjuncao de proposicoes é falsa se, e somente se, ambas forem

falsas, conclui-se que a proposicao dada tem valor logico falso.
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Questao 6

Indique o valor légico das proposicdes abaixo.

6.1 «m éiguala 3,14 ou a 3,1416.» Ver resposta.

6.2 «12 é um numero multiplo de 4 ou de 7.» Ver resposta.

63 7 _ E vz ﬁ . Ver resposta.

4 3 4 5

6.4 « 9 € um numero irracional maior do que 1.» Ver resposta.

4

6.5 \/E <2+ \/5 A 33 <« ?{/; Ver resposta.
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6.1 «mtéiguala3,14o0ua3,1416.»

Resolucgao

A proposicao «m é igual a 3,14» é falsa.
A proposicao «m é igual a 3,1416» é falsa.
Como a disjuncdo de proposicoes é falsa se, e somente se, ambas forem

falsas, conclui-se que a proposicao dada tem valor logico falso.
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6.2 «12 € um numero multiplo de 4 ou de 7.»

Resolucao

A proposicao «12 é multiplo de 4» é verdadeira.

A proposicao «12 é multiplo de 7» é falsa.

Como a disjuncao de proposicoes é falsa se, e somente se, ambas forem

falsas, conclui-se que a proposicao dada tem valor légico verdadeiro.
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Resolucgao

A proposicao 4 < E é falsa.

3
A proposicio < ﬂ é verdadeira.
4 5

Como a disjuncao de proposicoes é falsa se, e somente se, ambas forem

falsas, conclui-se que a proposicao dada tem valor logico verdadeiro.
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6.4 « 9 € um numero irracional maior do que 1.»

4

Resoluc¢ao
Observe-se que /9 :§ . A proposicao « /g € um numero irracional» é
4 2 4
falsa. A proposicao « 9 € um numero maior do que 1» é verdadeira.
\/ 4
Como a conjuncao de proposicoes é verdadeira se, e somente se, ambas

forem verdadeiras, conclui-se que a proposicao dada tem valor légico

falso.
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6.5 /5 <J2+V3 A33<¥r

Resoluc¢ao

A proposicio «./5 < /2 ++/3» é verdadeira.
A proposicio «3/3 <3/, » é verdadeira.
Como a conjuncao de proposicoes é verdadeira se, e somente se, ambas

forem verdadeiras, conclui-se que a proposicao dada tem valor légico

verdadeiro.
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Questao 7

Considere as proposicoes:

a: /7 € um numero irracional;

b:A/7 > 3;
c:1-7 <-2.

7.1 Indique o valor légico das proposicoes a, b e c. Ver resposta.

7.2 Traduza em linguagem corrente, sem utilizar a palavra «nao», as

proposicoes abaixo e indique o respetivo valor logico.

7.2.1 g ~b. Ver resposta.

7.2.2 ~a\b. Ver resposta.

7.2.3 ~b=~c. Ver resposta.
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7.1 Indique o valor légico das proposicoes a, b e c.

Resolucgao

A proposicao g é verdadeira e as proposicoes b e ¢ sao falsas.
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7.2.1 a~b.

Resolucgao

aPPb traduz-se em linguagem corrente por: « ﬁé um numero irracional
inferior ou igual a 3.»

Como as proposicoes a e ~b sao ambas verdadeiras, an~b é uma

proposicao verdadeira.
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7.2.2 ~a\Db.

Resolucgao

~a vb traduz-se em linguagem corrente por: « /7 é um nimero racional
ou superior a 3.»

Como as proposicoes ~a e b sao ambas falsas, ~avb € uma proposicao

falsa.
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7.2.3 ~b=~c.

Resolucgao

~b=~c traduz-se em linguagem corrente por: «se ﬁ é um numero
inferior ou igual a 3, entdao 1—./7 é superior ou igual a —=2.»

Como as proposicoes ~b e ~c sao ambas verdadeiras, ~b=>~c é uma

proposicao verdadeira.
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Questao 8

Identifique as operacdes logicas e as proposicoes elementares envolvidas em
cada uma das seguintes proposicoes e escreva-as em linguagem simbdlica.

(Por exemplo, «Se +/11 < 4 entdo ou (\/ﬂ)2 < 420U (\/ﬁ)z > 42 pode traduzir-se

simbolicamente por a=(bFlc) sendo a: /11 < 4, b: (\/Tl)z <4%ec: (\/171)2 > 42)

8.1 «5163 é multiplo de 3 se, e s6 se, a soma do valor dos algarismos

desse numero for um multiplo de 3.» Ver resposta.

8.2 *«Nem 102 é um numero impar nem /11 € um numero racional.» Ver resposta.

8.3 *«Como 3400 termina por dois zeros, € multiplo de 2, de 5 e de 4.»

Ver resposta.
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8.1 «5163 é multiplo de 3 se, e s6 se, a soma do valor dos algarismos

desse numero for um multiplo de 3.»

Resolucao
A proposicao pode traduzir-se simbolicamente por a<>b sendo a: «5163 é

multiplo de 3» e b: «a soma dos algarismos de 5163 é multiplo de 3».
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8.2 *«Nem 102 é um numero impar nem 4/11 € um numero racional.»

Resolucao
A proposicao pode traduzir-se simbolicamente por ~an~b
sendo a: «102 e um nUmero impar» e b: «,/11 € um numero

racional».

Matematica A 10.° ano




8.3 *«Como 3400 termina por dois zeros, € multiplo de 2, de 5 e de 4.»

Resolucao
A proposicao pode traduzir-se simbolicamente por a=(bAcad) em que a:
«3400 termina por dois zeros», b: «3400 é multiplo de 2», c: «3400 é

multiplo de 5» e d: «3400 é multiplo de 4».
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Questao 9

**Considere uma operacao v, dita «ou exclusivo» ou «disjuncao

exclusiva», tal que, dadas proposi¢des p e g, pv ( € verdadeira quando e
apenas quando p e g tém valores légicos distintos. Resolva as questdes

que se seguem.

9.1 Dadas as proposicoes p e g, construa uma proposicao equivalente a

pVv (g partindo de p e g e utilizando apenas as operagdes A, ve ~. Ver

resposta.
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9.1 Dadas as proposicoes p e g, construa uma proposi¢cdo equivalente a

pv g partindo de p e g e utilizando apenas as operagbes », v e ~.

Resolucao

pvg < (pr~q)v(~ pAaq)
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9.2 Indique, justificando, se, dadas as proposicdes p e g, algumas das

proposicoes que se seguem € sempre verdadeira.

[ e
9.2.1 ~ Pv(Q|< pAQ. Verresposta.
\ J

(

9.22 ~| pv(Qq|< pV(.Verresposta.
J

9.2.3 -~ p\./q PN (p — q). Ver resposta.

9.24 ~ ( p\./q & (p & q). Ver resposta.
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9.2.1 ~(p\./q) < pPAg

Resolucgao
r q p\:'q ”“'(PV{IJ prg
vV v F 4 4
V F V F F
F V V F F
F F F v F

Logo, ~ (pvqj < p A Q ndo é sempre verdadeira.
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9.2.2 ~(p\./q) < pv(q

Resolucao
p a | pvg ~(qu] pvy
V V F V V
V F V F V
F v vV F v
F F F vV F

Logo, ~ ( pvqj < pv ([ ndo é sempre verdadeira.
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9.2.3 ~(p§qj < (p=0)

Resolucao
p 7 | pvg --(pvq] p=q
v v F % v
V F V F F
F V V F V
F F F Vv v

Logo, ~ ( p\./qj PN (p — q) n3o é sempre verdadeira.
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9.2.4 ~(p\./qj = (peq)

Resolucao
p a | pvg «-[pqu pegq
v v F 7 v
V F V F F
F V V F F
F F F v v

Logo, ~ ( p\./q) PN (p PN q) é sempre verdadeira.
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